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Coordinate sferiche

x = pcos(f)sin(¢)

y = psin(0)sin(¢) p €[0,+00), ¢ €[0,7], 6 € [0,2n]
z = pcos(¢)
Si calcola

J=p%sin(¢p) = dxdydz — p?sin(¢) dpdedd
Quindi

///T f(x,y,z) dxdydz

= ///7_ f(pcos(8) sin(), psin(8) sin(¢), p cos(4))p? sin(4) dpdep dd
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e |l passaggio alle coordinate sferiche & conveniente se
nell'espressione di f, o nell'espressione di T,
compaiono espressioni con

x? 4+ y? 4+ 2% (in coordinate sferiche — p?)
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Es. 1.

/_///\/dedydz

ove T & la porzione di sfera (solida) nel primo ottante

T:{(X,y,z)ER3 :x>0,y>0, z>0, X2+y2+22§1}.

La simmetria sferica del dominio di integrazione suggerisce I'uso delle
coordinate sferiche:

x>0 reRe¥ =4
Yy I T e CO,'\T/Q] @

,A
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Es. 2.

l:/// z dxdydz,
T

X2 2 22
T+=Tﬂ{220}:{(x,y,z)ER3 :z>0, ?+—+C—<1}

con

con a, b, c, R>0.
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La geometria del dominio suggerisce il passaggio alle coordinate sferiche

generalizzate
x = apcos() sin(¢)
y = bpsin(0) sin(¢)
z = cpcos(P)
T = T:pel0,R], ¢ €[0,n], 6€]0,2n]
Si calcola

J=abcp®sin(¢) = dxdydz — abcp®sin(¢) dpdpdd
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Esercizio assegnato

Calcolare il volume di T

X2 y2 22
T = {(X,y,Z)ER3 . ‘92+b2+C2§R2}

con a, b, c, R > 0.

Si ha

vol(T) = ///T1 dxdy dz.

VQQ(T)T- U Nabe QE
3 . = ~
N.R. P‘Q(_ a=b=c s 4 gQKGQQ/‘QQG"'DLL 1N

T suolnl o Unva swpr ore QQUW& du
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Es. 3.

Calcolare il volume di

T={(x,y,2) eR®: x*+y*’+22 <y}

In T compare x> + y? + z2 quindi uso le coordinate sferiche!

x = pcos(f)sin(¢)
y = psin() sin(¢)
z = pcos(¢)

Quale & la trasformazione T — T?7? bcg‘vv\ (>\"N\%-D

Rey%el s redaso
X q}@ %.Jncnnd.q?m

@25 @ & (Q) alm (&)
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Es. 4.

I:/// In(x®> 4+ y? + %) dxdy dz
T

ove T =BnNC, con

B = {(x,y,z) eRY: X +y?422< 1} sfera unitaria
C:{(x,y,z)E]R3 C X2 4 y? < 22 z>0}

porzione di cono solido nel semispazio {z > 0}

e L'espressione x? + y? + z2 compare nella funz. integranda e in B, quindi

passo alle coordinate sferiche!
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Coordinate polari cilindriche

x = pcos(0)
y = psin(0) pel0,+0), 8 €[0,2n], z€e R
z=1z

Si calcola

J=p = dxdydz — pdpdddz
Quindi

///Tf(x,y,z) dxdydz:///Tf(pcos(g)’psin(e)’z)p dpdodz

e Passaggio alle coordinate cilindriche conveniente se

nell’espressione di f, e/o nell'espressione di T,

compaiono espressioni con

x> 4 y? (in coordinate cilindriche — p?)
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l=///T(x2+z) dxdy dz

T:{(x,y,z)ER3 : x2+y2§z§4}.
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—_ N 2
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Es. 6.

1
I=/// dxdy dz
P+ 2+ )P 4

T={(xy,z2) eR*: 22 <x*+y?<2z-2%}.

ove T

Si noti che

P4y’ <2222 & XPHy 4 (z-1)2<1

Quindi T & l'intersezione di

x24y?> 22 complement. di x? + y? < z°

x? 4 y? <2z — 2% sferacon C=(0,0,1)r=1

e La presenza di x°> + y? nella def. di T suggerisce le coordinate
cilindriche.
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Es. 7.

I = /// zsin(x? + y?) dxdy dz
T

TZ{(x,y,z)ER3: hgzgm} ) R?O
Y. 0
WA
(Dé>2é g™ gy KSagte2®e 2
= §—Fem; soida A
@ uno (O‘QIQ\ e
e

2 1 TeRdone Sopra € plaws 2= 2

con

e Ragionevole usare le coordinate cilindriche, anche perché x? + y? & nella
fz. integrandal
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Es. 8.
Calcolare il volume di T delimitato dalla superficie cilindrica
S: xX°+y?—2x=0

e dai piani y =0, z=0 e z = /2, e situato nel primo ottante.
e

-?2%4'3’)‘\@. kQCQL\,'\A/)QV dea Q !

xHy2—2x <O
A% oamler ¥204 29,220
Quindi
x? +y? < 2x
T :

x>0,y>0,0<z<V2
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