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Coordinate sferiche
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Coordinate sferiche


x = ρ cos(θ) sin(φ)

y = ρ sin(θ) sin(φ)

z = ρ cos(φ)

ρ ∈ [0,+∞), φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π]

Si calcola

J = ρ2 sin(φ) ⇒ dx dy dz → ρ2 sin(φ) dρ dφ dθ

Quindi∫∫∫
T
f (x , y , z) dx dy dz

=

∫∫∫
T̃
f (ρ cos(θ) sin(φ), ρ sin(θ) sin(φ), ρ cos(φ))ρ2 sin(φ) dρdφ dθ
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• Il passaggio alle coordinate sferiche è conveniente se

nell’espressione di f , o nell’espressione di T ,

compaiono espressioni con

x2 + y2 + z2 (in coordinate sferiche → ρ2)
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Es. 1.

I =

∫∫∫
T

√
|z | dx dy dz

ove T è la porzione di sfera (solida) nel primo ottante

T =
{

(x , y , z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1
}
.

La simmetria sferica del dominio di integrazione suggerisce l’uso delle
coordinate sferiche:
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I =

∫∫∫
[0,1]×[0,π/2]×[0,π/2]

ρ1/2| cos(φ)|1/2ρ2 sin(φ) dρdφ dθ

=
2

21
π
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Es. 2.

I =

∫∫∫
T+

z dx dy dz ,

con

T+ = T ∩ {z ≥ 0} =

{
(x , y , z) ∈ R3 : z ≥ 0,

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1

}
con a, b, c , R > 0.
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La geometria del dominio suggerisce il passaggio alle coordinate sferiche
generalizzate 

x = aρ cos(θ) sin(φ)

y = bρ sin(θ) sin(φ)

z = cρ cos(φ)

T → T̃ : ρ ∈ [0,R], φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π]

Si calcola

J = abcρ2 sin(φ) ⇒ dx dy dz → abcρ2 sin(φ) dρdφ dθ
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Esercizio assegnato

Calcolare il volume di T

T =

{
(x , y , z) ∈ R3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ R2

}
con a, b, c , R > 0.

Si ha

vol(T ) =

∫∫∫
T

1 dx dy dz .
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Es. 3.
Calcolare il volume di

T =
{

(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ y
}

In T compare x2 + y2 + z2 quindi uso le coordinate sferiche!
x = ρ cos(θ) sin(φ)

y = ρ sin(θ) sin(φ)

z = ρ cos(φ)

Quale è la trasformazione T → T̃??
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Es. 4.

I =

∫∫∫
T

ln(x2 + y2 + z2) dx dy dz

ove T = B ∩ C , con

B =
{

(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

sfera unitaria

C =
{

(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2, z ≥ 0
}

porzione di cono solido nel semispazio {z ≥ 0}

• L’espressione x2 + y2 + z2 compare nella funz. integranda e in B, quindi

passo alle coordinate sferiche!
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• Come T → T̃??
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Coordinate polari cilindriche
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Coordinate polari cilindriche


x = ρ cos(θ)

y = ρ sin(θ)

z = z

ρ ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, 2π], z ∈ R

Si calcola
J = ρ ⇒ dx dy dz → ρ dρ dθ dz

Quindi∫∫∫
T
f (x , y , z) dx dy dz =

∫∫∫
T̃
f (ρ cos(θ), ρ sin(θ), z)ρ dρ dθ dz

• Passaggio alle coordinate cilindriche conveniente se

nell’espressione di f , e/o nell’espressione di T ,

compaiono espressioni con

x2 + y2 (in coordinate cilindriche → ρ2)
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Es. 5.

I =

∫∫∫
T

(x2 + z) dx dy dz

con
T =

{
(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 4

}
.
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Es. 6.

I =

∫∫∫
T

1

(x2 + y2 + z2)1/2
dx dy dz

ove T
T =

{
(x , y , z) ∈ R3 : z2 ≤ x2 + y2 ≤ 2z − z2

}
.

Si noti che

x2 + y2 ≤ 2z − z2 ⇔ x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1

Quindi T è l’intersezione di
x2 + y2 ≥ z2 complement. di x2 + y2 < z2

x2 + y2 ≤ 2z − z2 sfera con C = (0, 0, 1) r = 1

• La presenza di x2 + y2 nella def. di T suggerisce le coordinate
cilindriche.
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T → T̃
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Es. 7.

I =

∫∫∫
T
z sin(x2 + y2) dx dy dz

con
T =

{
(x , y , z) ∈ R3 : h ≤ z ≤

√
r2 − x2 − y2

}

• Ragionevole usare le coordinate cilindriche, anche perché x2 + y2 è nella
fz. integranda!
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T → T̃
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Es. 8.

Calcolare il volume di T delimitato dalla superficie cilindrica

S : x2 + y2 − 2x = 0

e dai piani y = 0, z = 0 e z =
√

2, e situato nel primo ottante.

Quindi

T :


x2 + y2 ≤ 2x

x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤
√

2
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T → T̃
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Es. 9.

∫∫∫
T
x2 dx dy dz

con

T =
{

(x , y , z) ∈ R3 : z ≥ 0, x2 + y2 + 1 ≤ z2 ≤ 4
}
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